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VInova rovnice

e Zakladni vlastnosti
e ReSeni pomoci metody koneénych prvka (MKP)

Otéazky spojené s MKP a obecné s matematickym
modelovanim

Numerické simulace lidské fonace

e Zavér
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Metoda konec¢nych prvki

Metoda, jak prejit od zadani parcidlni diferencialni rovnice
k linedrni soustavé rovnic

PDR Slaba b Soustava rovnic
I formulace I

Variace

Casové a prostorové
diskretizace

vypocetni
oblast
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Vlnova rovnice
Pro 1-D pripad

10% _ p -

Ern W_O pro z € [a,b],t € (0,T).
Reseni lze zapsat jako soucet dvou funkci

p(z,t) = F(z — ct) + G(z + ct),

kde funkce F'(z — ct) fesi rovnici

Conclusion
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Vlnova rovnice
Pro 1-D pripad

10% 0% -

CEW_W_O pro z € [a,b],t € (0,T).

Reseni lze zapsat jako soucet dvou funkci
p(z,t) = F(z — ct) + G(z + ct),

kde funkce F'(z — ct) fesi rovnici

a funkce G(z + ct) fesi rovnici

1dp  Op
06t+8x_0'

Vyznam
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Pocatec¢ni a okrajové podminky

Pocateéni podminky
e v jaké konfiguraci se nachézi nas systém v ¢t =0

PO =mole) P 0) = ).

Priklad aplikace

Conclusion
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Pocatecni a okrajové podminky

Pocateéni podminky
e v jaké konfiguraci se nachézi nas systém v ¢t =0

PO =mole) P 0) = ).

Okrajové podminky
e tikaji nam, co se déje v oblasti mimo nasi simulaci =
spoluurcuji zadani

e mnoho typi, rizné slozité dle simulovaného déje
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Okrajové podminky
Dva zakladni typy

e Dirichletova okrajova podminka

p(x =0b,t) =pp(t), te(0,T).

e Neumannova okrajova podminka

Priklad aplikace

Conclusion
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Okrajové podminky

Dva zékladni typy

e Dirichletova okrajova podminka
p(z=b,t) =pp(t), t€(0,T)

e Neumannova okrajovd podminka

%
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=a,t) =pn(t), te(0,T).

*/
A\

Free end

/

Fixed end
(@) (b)

Conclusion
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Vinova rovnice ve 2D a obecné n-D

1% &
2o Z f(z,t) proxeQCR" te(0,T).
neboli

1.
b - Ap = f(z,t)

doplnénou o podminky

po=p1=0, pp=pn=0.
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Conclusion

Motivace — obecny popis vinéni
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Odvozeni slabé formulace
Vynasobime vlnovou rovnici testovaci funkei ¢
a zintegrujeme pres celou oblast 2

1.
/C—ngodx—/Apgodw:/fgodx.
Q Q Q
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Odvozeni slabé formulace
Vynasobime vlnovou rovnici testovaci funkei ¢
a zintegrujeme pres celou oblast 2

1.
/c—ngodx—/Apgodm:/fgodm.
Q Q Q
Pouzijeme Greenovu vétu (defacto integrace per-partes v n-D)

7]
/Apgod:zr:/a—ﬁg@dS—/VpV(pdx::—/VpVgodx.
Q iy} Q Q

rn n

e

Priklad aplikace

Conclusion
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Slaba formulace

Dostali jsme novou formulaci tlohy:
feSeni v Case t = ¢ je takové funkce p(z,t), kterd spliuje

1
/;2;590 d:L‘+/VpV<p dm:/fgo da,
Q Q Q

pro viechny testovaci funkce ¢ € H(Q).
Toto je ekvivalentni jako hledani minima funkcionédlu
2 . 2
F(u) = / C—Qp(x,to)u + (Vu)* +2fu dz
Q

na prostoru funkci H'(2) v case t = tg.

Conclusion
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Diskrétni formulace

Aproximujeme ptvodni prostor prostorem s koneé¢nou dimenzi
Hy, C HY(Q) a bazi ¢1(x),..., 0N, (2).

Pak lze hledané feseni vyjadrit jako

Np,
pla,t) =Y a;(t)p;(@).
j=1
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Diskrétni formulace

Aproximujeme ptvodni prostor prostorem s koneé¢nou dimenzi
Hy, C HY(Q) a bazi ¢1(x),..., 0N, (2).

Pak lze hledané feseni vyjadrit jako

Np,
plx,t) = > aj(t)p;(x).
j=1

Po dosazeni do slabé formulace dostavame diskrétni formulaci:
feSeni v Case t =ty urcuje vektor neznamych «;(to), ktery spliuje

N N
1 "
/gZ%(ﬂ%(@ ©i(z) dw+/2a](t)Vnp] V; do = /f@l dz,
Q Jj=1 q J=1 Q

pro vSechny funkce ¢; € Hp, tj. i =1,..., Np.
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Conclusion

Diskrétni formulace

Tuto soustavu

ZO‘J /SOJ (7) pi(z) dm‘i‘zag /V% )V, de =
Q Jj=1

Q

b;

mij kij

lze prepsat do maticové podoby

Ma + Ka = b.
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Volba baze

Nas cil = ridké matice soustavy, efektivni algoritmus.

Prostor koneénych prvkia:
V), - baze je tvorena po ¢astech polynomidlnimi funkcemi Piiklad

linearni bazové funkce
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Nas cil = ridké matice soustavy, efektivni algoritmus.
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Vlastnosti metody konec¢nych prvki
Vyhody:
e Numericka efektivnost: Vétsina MKP matic je symetrickd a
ridka, to s sebou prinasi rychlé feseni.
e Modelovani nelinearit: Dobre zavedeno (napf. hystereze,
materidlové parametry atd.).
e Komplexni geometrie: Mozno Tesit i geometricky slozité
ulohy.
e Univerzalni metoda: MKP lze dobfe aplikovat na statické,
harmonické, ¢asové zavislé problémy stejné jako na
problémy vlastnich cisel.
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Vlastnosti metody konec¢nych prvki
Vyhody:
e Numericka efektivnost: Vétsina MKP matic je symetrickd a
ridka, to s sebou prinasi rychlé feseni.
e Modelovani nelinearit: Dobre zavedeno (napf. hystereze,
materidlové parametry atd.).
e Komplexni geometrie: Mozno Tesit i geometricky slozité
ulohy.
e Univerzalni metoda: MKP lze dobfe aplikovat na statické,
harmonické, ¢asové zavislé problémy stejné jako na
problémy vlastnich cisel.

Nevyhody:
e Diskretizace: Potieba diskretizovat celou oblast.

e NevyTesené problémy: Napf. okrajové podminky pro
simulaci ultrazvuku.
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Matematické zaklady MKP

Uziti metody kone¢nych prvku vedlo k celé radé otazek:
e Jak “daleko” je spocitané priblizné reseni od presného?
Konverguje k presnému?
e Lze odhadnout chybu, které se dopustime?

e Jaké vlastnosti ma viibec presné reseni? Existuje? Je
jediné?

Conclusion
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Matematické zaklady MKP

e existence a jednoznacnost reSeni: Laxova-Milgramova véta (1954)
pro tlohu v obecném Banachové prostor V'

a(p,p) = L(p)

coz v nasem pripadé odpovida

1
/;ﬁg@d&:%—/VpVgodx:/fgadx.
Q Q Q

e V - Soboleviiv prostor, V = H'(Q), S. Sobolev (1908 - 1989)
e Ceaovo lemma (1964)

p - presné Feseni, pj, - numerické feseni, @y, - libovolna funkce z V'

lp —pull < Cllp — enll
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Conclusion

Matematické zaklady MKP

e Konvergence MKP (h — 0, Ciarlet, 1968)
Pro ptipustnou geometrii

hi/prx < C
a dobfe zadanou tlohu plati odhad chyby
lu = vnllv < Crhllull g2

e Predpoklady!
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Historie MKP

R. Courant

InZenyti objevili a zacali pouzivat MKP v 50. letech Vyvoj
matematické teorie MKP zacal az na konci 60. let

Ceaovo lemma (Cea [1964])

A priorni odhad chyby pro rovinnou pruznost, Johnson and McLay, 1968.
Zlamal, 1968 - detailni analyza interpola¢nich vlastnosti

Ciarlet, 1968 - dikaz konvergence linedrnich kone¢nych prvka

1972 Babuska, Aziz - matematické zdklady MKP: teorie Sobolevovych prostori,
aproximacni teorie

Brezzi, Babuska, Aziz, 1974, 1972 - "INF-SUP”podminka

Strang, 1972 - ?varia¢ni zloc¢iny”

Conclusion
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Cile vypoctl a zdroje chyb
e Co je cilem vypocta?

REALITA — MATEMATICKY MODEL — NUMERICKA APROX.
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Cile vypoctl a zdroje chyb
e Co je cilem vypocta?

REALITA — MATEMATICKY MODEL — NUMERICKA APROX.

e Zdroje nepresnosti

1. Numerické chyby.
e zaokrouhlovaci chyby,
e chyba aproximace (sit),
e varia¢ni zloCiny: numerickd integrace, 25 # €2,
e nepfesné FeSeni soustav linedrnich/nelinedrnich rovnic

2. Chyby v datech (nejistoty).

3. Chyby v dusledku uziti nespravného matematického modelu.

o Nasledky chyb mohou byt katastrofalni.
e Spravny inzenyr si musi byt védomy chyb pii vypoctech.
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Seznam inzenyrskych katastrof

Inspirovano 1. Babuska

e Tacoma Narrows Bridge Nov. 7, 1940
Duavod: chybny model, aerodynamické sily
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Seznam inzenyrskych katastrof

Inspirovano 1. Babuska

e Tacoma Narrows Bridge Nov. 7, 1940
Duavod: chybny model, aerodynamické sily

e Sleipner A (Offshore) platform, 23 August 1991
Duavod: nepresna aproximace, chyba v predikovaném
napéti.
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Seznam inzenyrskych katastrof

Inspirovano 1. Babuska

e Tacoma Narrows Bridge Nov. 7, 1940
Duavod: chybny model, aerodynamické sily

e Sleipner A (Offshore) platform, 23 August 1991
Duavod: nepresna aproximace, chyba v predikovaném
napéti.

e Selhdni ARIANE 5, cerven 1996
Duavod: zaokrouhlovaci chyba, preteceni procesoru.
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Zaver prvni casti

e Byl strucné vysvétlen historie a princip MKP.

e MKP je robustni vykonny ale numericky néstroj (a tedy
nepiesny).

e V numerickych vypoctech je obtizné ¢i nemozné odhadnout
numerickou chybu, jeji velikost je ale dulezita.

e Numericka chyba nejsou jedinym zdrojem chyb ve
vypoctech, viz diagram:

REALITA — MATEMATICKY MODEL — NUMERICKA APROX.
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Vocal fold model

VF_height = 7mm

Epithelium
Ligament
Lamina propria

Muscle

VF_lenght = 12.2mm

Four-layer material [S. Zoerner et al., 2013]

Layer ‘ Elastic modulus [kPa] ‘ Poisson ratio
Epithelium 50 0.45
Lamina propria | 20 0.45
Ligament 25 0.45
Muscle 30 0.45

Conclusion
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FSI simulation

Vibration driven by pressure difference Ap = 1600 Pa - m?/kg

Velocity magnitude
-6.000e+01

0.000e+00
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Dominant frequencies of VF motion
Fourier transform of y-direction displacement
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Acoustic analogies

Aeroacoustic domain — qa
fluid in rest

Fluid flow - of

-
~5
\9\9

Lighthill analogy for p’ = p — pg

10% 0% *plvv;
g o2 02? - Oz;0xz;

PCWE analogy can be formulated as

1 D*y° 1 Dp;
2 12 _Awa:_ f pcy
CO Dt pOC% Dt

. . . Dpic _ Opic | . .
where sound sources are e = 5tV Vpic-
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Sound sources

Lighthill analogy

PCWE analogy
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Vocal tract model

Motivated by [Story et al., 1996] for vowel [u:]

0.0442-

0.01474

-0.01474

-0.0442 ; H ; H
-0.0082 0.0226 0.0534 0.0842 0.115 0.146 0.177 0.207 0.238  0.269
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Frequency spectrum of produced sound

1 ‘ :
PCWE ——
AWE ——
0.8 F1-303 Hz F2 = 981 Hz Lighthill ——
0.6 F3 = 2470 Hz |
0.4
0.2
0 Ay, it Lt s o pons iy o = w v
500 1000 1500 2000 2500 3000
Fr{Hz]

Highlighted formants 389,987 and 2299 Hz, see [Story, 1996].
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Conclusion

Introduction of acoustic analogies
Explanation of Lighthill and PCWE analogy

F'SI simulation

e Frequency spectra at mouth position

I am thankful for possibility to use academic solver CFS++
developed at TU Vienna.
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Dékuji za pozornost :)
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